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BORNES DE WEYL FRACTALES ET RESONANCES
[d’aprés Nonnenmacher-Sjostrand-Zworski [37, 36] |

par Frédéric Naud

1. INTRODUCTION

Ces notes concernent un exposé Bourbaki sur un travail récent de Nonnenmacher-
Sjostrand-Zworski [37] sur les bornes de Weyl fractales pour des systémes ouverts chao-
tiques. Cet article fait suite & un papier précédent [36] ou la méthode de réduction a
des applications quantifiées fait son apparition. D’un point de vue historique, ’article
[37] marque en quelque sorte le point final & une longue série de travaux [43, 52, 19, 46|
concernant les bornes de Weyl "fractales". Cela ne signifie pas que I'histoire s’arréte 1a,
et des développements tres récents concernant l'optimalité de ces bornes et les ques-
tions de trous spectraux montrent que le sujet est plus actif que jamais, on renvoie par
exemple au survey [35] pour un état de 'art. La théorie des résonances n’est pas qu'un
pur objet de physique mathématique : I’étude de groupes arithmétiques non co-finis
(par exemples des sous-groupes d’indice infini de SLy(Z)) conduit naturellement a des
problémes de résonances et de trous spectraux uniformes voir par exemple [5].

Pour comprendre la problématique, il faut déja se rappeler ce qu’est la loi de Weyl
pour le spectre du Laplacien sur un domaine compact a bord. Ce théoreme datant de
1911 donne un asymptotique du nombre de valeurs propres du Laplacien (avec condition
au bord), quand la fréquence tend vers I'infini. C’est un des résultats les plus importants
de I'analyse sur les variétés Riemanniennes et de la physique mathématique. Il a motivé
de nombreux développements et a conduit a la théorie moderne des équations aux
dérivées partielles et surtout a l’analyse micro-locale, avec sa version semi-classique,
telle que nous la connaissons aujourd’hui.

Les bornes de Weyl fractales concernent non pas un spectre de valeurs propres réelles
mais un sous-ensemble discret du plan complexe appelé "spectre de résonances', cor-
respondant au spectre d’opérateurs non auto-adjoints, dans le cas ou I'espace est non-
compact. Si on compte les résonances dans certaines bandes du plan complexe, on peut
établir, pour un régime a haute fréquence, des majorations faisant intervenir un expo-
sant fractionnaire liée a une dimension fractale d'un ensemble de trajectoires captés du
flot hamiltonien associé.
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Le plan de ces notes se déroule en deux volets : une premiere série de sections expo-
sitoires (§2...87) proposant un survol du sujet et énongant résultats (et conjectures),
suivi d'une section plus technique ot on tente de survoler quelques aspects des méthodes
de preuve.

2. LOI DE WEYL POUR LES VALEURS PROPRES

En 1911, Hermann Weyl [50] prouve le résultat suivant. Soit 2 C R? un ouvert borné,
dont le bord est noté 02 . On note (en répétant avec multiplicité)

0< M <A <., <A < +o0

la suite des valeurs propres du Laplacien Dirichlet sur €2, ¢’est a dire correspondant aux
solutions non triviales du probleme

—Af = Nf
{ floa=0 "~
ot Af =3, 0%f est le Laplacien usuel sur R Notons N (r) la fonction de comptage
N(r)=#{keN : X\ <r},

alors lorsque r — 400, on a la formule asymptotique

Vol(2)
N(r) =wy 2ny r? + o(r?),

ot wy désigne le volume de la boule unité euclidienne dans R, et Vol(£2) le volume

du domaine. Cette loi de croissance asymptotique du spectre est connue sous le nom
de "loi de Weyl". C’est un des théoremes emblématiques de I’analyse du siecle dernier.
Cet asymptotique a connu depuis de nombreuses généralisations et raffinements, en
particulier par Hormander [23], voir par exemple [15] pour la méthode de Hérmander.
Contentons nous de citer un de ses avatars semi-classique, pour le cas simple d'un
opérateur de Schrodinger avec "puit de potentiel”. Soit V' : R? — R un potentiel C™,
satisfaisant les conditions de croissance
V(x) > C{x)*, pour tout |z| > R

et |0°V (z)| < Culx)*, pour tout |z| > R
ceci pour tout multiindice o avec des constantes C, C,,, k, R > 0 adéquates. On a utilisé
la notation (x) = (1 + |z|>)'/2. L'opérateur de Schrédinger

P(h) = —h*A+V
est essentiellement auto-adjoint sur L?(R?), et a un spectre discret. Notons encore
Ei(h) < Ey(h) <...< Ex(h) < 400

le spectre (h-dépendant) de P(h) et posons (pour a < b € R)

Nap(h) :=#{k e N : a < Ey(h) < b}.
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Alors lorsque h — 0% on a

1
Nop(h) = WVol({(gc,g) eR™ : a<[¢P+V(x) <b}) +o(h?).
T
De ces formules asymptotiques, on retiendra deux choses : I'exposant de croissance d
qui est la dimension topologique de 'espace, et le volume de la couche d’énergie

{(2,6) eR* : a <[P+ V(z) <b}

qui montre que les asymptotiques spectrales sont de nature microlocale, i.e. "vivent'
dans l’espace des phases. Les preuves standards de la loi de Weyl que 'on trouve
dans les "textbooks" font presque toutes appel au noyau de la chaleur et a un théoréme
taubérien. C’est tres efficace mais loin de I'intuition physique et des idées fondamentales
de la mécanique quantique qui sont sous-jacentes. Nous renvoyons le lecteur par exemple
a [53], chapitre 6, pour une preuve élémentaire, motivée par I'intuition physique, proche
de celle de Weyl. Pour un développement avec un terme d’erreur, on recommande aussi
[10]. Dans tous les cas, les preuves utilisent de manieére essentielle le caractére auto-
adjoint de l'opérateur P(h), ce qui permet d’employer des techniques de min-max ou
un calcul fonctionnel non-holomorphe, comme celui développé par Helffer-Sjostrand
22].

3. RESONANCES

Dans le cas ou on travaille sur un domaine €2 non borné, ou si ’'Hamiltonien classique
H(z,&) = |€]? +V(x) a des surfaces d’énergie non bornées, le spectre L? de 'opérateur
possede une demi-droite de spectre continu, et le spectre ponctuel est généralement fini
voire vide. La généralisation naturelle de la notion de valeur propre est alors celle de

"résonance" qui apparait comme un spectre discret d’une réalisation non auto-adjointe
de l'opérateur considéré via des espaces a poids ou un systeme de troncatures. Les
résonances sont aussi liées a la théorie de la diffusion (scattering) et les "poles de dif-
fusion" coincident dans la majorité des cas avec les résonances dont nous allons parler
ci-dessous, on peut citer par exemple [33, 27] pour plus de détails sur ces questions.
Nous n’utiliserons pas ici le point de vue de la matrice de diffusion.

Considérons une classe d’exemples faciles (non semi-classiques) : supposons d impair
et regardons les opérateurs de Schrodinger P = —A + V, ol cette fois V : R — R

est lisse & support compact. Comme le spectre du Laplacien sur L?(R?) est [0, +o0), la
résolvante libre

Ro(\) = (A = )71 LA(RY) — L*(RY)

est une famille holomorphe d’opérateurs bornés pour Im(A) > 0 (on appelle demi-plan
physique {\ € C : Im(\) > 0}). Une formule explicite pour Ry(\) est donnée par la
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représentation intégrale (immédiat par Fourier) :

1 i€.x

Il est ensuite relativement élémentaire ) de montrer que si d est impair, pour tout
X1, X2 € C°(RY), la résolvante tronquée

x1Ro(\)x2 : L*(R?) — L*(RY)

admet un prolongement holomorphe a C. On va brievement expliquer pourquoi on peut
alors prolonger méromorphiquement )

XiRy(M)xe = x1(=A+V = X)) xe - L2(RY) — L*(RY)
a C tout entier. L’idée clé est d’utiliser le théoréeme analytique de Fredholm, que nous

citons ici, voir par exemple [53] appendice D, pour une preuve.

THEOREME 3.1. — Soit Q un ouvert connexe de C et z — T(z) une famille finiment
méromorphe d’opérateurs compacts agissant sur un espace de Banach séparable. Suppo-
sons qu’il existe zo € Q tel que (I+T(2))~! existe, alors z — (I+T(z))™! a un sens en
tant que famille finiment méromorphe d’opérateurs sur tout louvert Q). En particulier,
I’ensemble des poles est discret dans Q.

Voyons comment utiliser ce théoréme dans notre situation. Posons, pour Im(A) > 0,
K(A) = VRo(A),
et soit o € C5°(RY) tel que xo = 1 sur le support de V. On observe que
(FA+V = N)Ro(A) =T+ K(A) =T + K(N)xo + K(A\)(1 ~ xo)-
Comme (1 — xo)V =0, on a
(I+EMN(1=x0)™ =1~ KX~ xo)-

Par conséquent,

(A +V = M) Ry(N) = (I + KO (1 = xo))(I + K(N)xa).
Comme le Laplacien sur L? est auto-adjoint, on a

P ATk =1

ce qui montre, par un argument de série de Neumann, que ’on peut inverser I+ K () xo
lorsque Im(\) est suffisamment grand. Ainsi pour Im(A) >> 1 on a

Ry(A) = Ro(A\)(I + K(X)xo) ' (1 — K(A)(1 = x0))-

(W La méthode la plus élégante étant d’utiliser le propagateur des ondes et le principe de Huygens fort,
valable en dimension impaire. Un argument direct de déformation de contour est aussi possible.
(2)Méromorphe signifie ici finiment méromorphe, au sens ot il existe un développement de Laurent fini
a chaque pdle, dont les résidus sont des opérateurs de rang fini.
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Observons maintenant que K(\)xo = VRy(\)xo : L? — L? est une famille analytique
d’opérateurs, qui sont de plus compacts par le théoreme d’injection de Sobolev. On
applique alors le théoréme ci-dessus pour obtenir le prolongement méromorphe de la
résolvante

(I +K(N)xo) ™

pour tout A € C. Il reste a voir qu’en tronquant a droite et a gauche de 'expression
Ro(A)(I + K(M)xo) ™ (I = K(\)(1 = x0)),
les choses on bien un sens pour A € C, ce qui résulte du fait que

(I+K(Nxo) " : L2, — L2

loc comp?

pour tout A\ € C, que 'on montre par prolongement analytique.

Les poles sont appelés résonances. La multiplicité d’une résonance A est définie par

m(A) = Tr ( Jo Rv<c>d<> ,

ou € est pris suffisamment petit pour que le disque {|¢ —\| < €} ne contienne qu’un pole.
C’est le rang du projecteur spectral qui apparait comme résidu dans le développement
de Laurent au voisinage de \. A priori, ces poles dépendent du choix des troncatures,
mais ce n’est pas le cas. L’artifice exposé ci-dessus dévoile bien un spectre discret qui
a une signification intrinseque, liée a la dynamique du flot hamiltonien dans la partie
"perturbée" de ’espace des phases, la ot le potentiel n’est pas trivial. Par des techniques
semblables, on peut aussi définir les résonances dans le cas d’obstacles. Soit @ C R¢
un ouvert borné a bord lisse, et soit —Ap la réalisation de Dirichlet du laplacien dans
L*(R?\ O). Alors la résolvante

(=Ap — A1 LA(RY\ O) — L*(R\ 0),
bien définie pour Im(\) > 0, s’étend méromorphiquement a C lorsque 'on tronque a
gauche et a droite. La encore, la parité de l'espace joue un role et il faut supposer d

impair pour avoir un énoncé simple. On réfere le lecteur au cours de Melrose [33] qui
complete 'ouvrage classique de Lax et Phillips [27].

Les résonances peuvent étre définies de maniere satisfaisante dans de nombreux cadres
géométriques. Contentons nous de donner une derniére famille d’exemples qui vont
bien au dela de la physique mathématique. Considérons H"*! I’espace hyperbolique de
dimension n + 1, muni de sa métrique a courbure sectionnelle —1. Soit X = T'\H"™! un
quotient par un groupe discret d’isométries T, convexe co-compact ). Un tel quotient
est de volume infini mais la structure de I'infini reste raisonnable : on peut multiplier
la métrique par un facteur conforme de fagon a voir X comme une variété a bord lisse,
c’est un cas conformément compact. Le Laplacien (positif) hyperbolique Ay sur L?*(X)

(3)Convexe co-compact signifie que le groupe T' est finement engendré, et qu’il posséde un domaine
fondamental a bord totalement géodésique qui ne touche pas I’ensemble limite de T'.
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est essentiellement auto-adjoint et son spectre continu est la demi-droite [n?/4, +00).
Si on pose

Rx(s) = (Ax —s(n—s))': L}(X) — L*(X),

on a une famille analytique d’opérateurs bornés pour Re(s) > n/2 (hormis un nombre
fini de poles correspondant au spectre ponctuel dans (0,n%/4) ). Il est alors possible de
prolonger méromorphiquement la résolvante a C comme précédemment, apres tronca-
tures, ce qui est fait par Mazzeo et Melrose dans [30]. Dans le cas de la dimension 2,
les surfaces X = I'\H? sont des surfaces de Riemann hyperboliques d’aire infinie, dont
les bouts sont des "funnels". Une extension particulierement élégante de la théorie de
Selberg a été développée dans ce cadre et nous recommandons au lecteur 'ouvrage de
Borthwick [3] qui détaille la théorie des résonances sur ces surfaces.

4. BORNES DE WEYL ENTIERES POUR LES RESONANCES

Considérons de nouveau le modele "simple" de 'opérateur de Schrodinger
Py=-A+7V,

ou V : R = R est toujours lisse & support compact. On notera Ry C C l'ensemble
des résonances. Un probléme naturel, inspiré par la loi de Weyl, est de compter (avec
multiplicité) les résonances dans le plan complexe : on s’intéresse donc a la fonction
Ny (R) définie par

Ny(R) :=#{N € Ry : |\ < R}.

En 1989, Zworski [51] obtient la majoration suivante.

THEOREME 4.1. — Sous les hypothéses précédentes, il existe Cy > 0 tel que pour tout
R>1,
Ny (R) < CyR“.

On notera 'analogie forte avec la loi de Weyl : 'exposant de croissance polynomiale
est d, la dimension. Cette majoration est optimale au sens ou on peut obtenir une mi-
noration du méme ordre pour une famille générique de potentiels, voir le travail de
Christiansen-Hislop [8]. Un travail tres récent de Dinh-Vu [11] montre qu’il est méme
possible d’obtenir un asymptotique en tout point analogue a la loi de Weyl pour des
potentiels génériques. Il va sans dire que les preuves font appel a une technologie plus
évoluée que I'argument du min-max de Weyl. Contentons nous ici d’évoquer les argu-
ments de Zworski, qui sont une tres bonne entrée en matiere pour aborder les méthodes
que nous retrouverons plus loin.

L’idée basique consiste a "fabriquer" une fonction holomorphe dont les zéros vont
coincider avec les résonances, ceci avec multiplicité. Un retour sur la preuve du pro-
longement méromorphe de la résolvante montre que c’est (I + K(\)xo)™! qui contient
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toutes les singularités. Autrement dit, on a une résonance en A ssi —1 est dans le spectre
de K(\)xo : L* — L% Naivement, on voudrait considerer le "déterminant formel"

d(X) = det(I + K(N)xo),

sauf que ceci n’a de sens que si les opérateurs K (\)yo sont compacts a trace. On rappelle
que si T : H — H est un opérateur compact sur un espace de Hilbert H, il est dit "a
trace", ou "nucléaire" ssi la suite des valeurs propres de v T*T (les valeurs singulieres)
est sommable. Notons py (7)) > pe(T) > ... > uk(T) la suite des valeurs singulieres de
T et (Ae(T))r>1 la suite (ordonnée par module décroissant) des valeurs propres de 7.
On a

ki (D) < kiukm < oo

ce qui suffit pour montrer que le produit infini (le déterminant de Fredholm)
det(I +T) H 1+ (T

est convergent. Une référence classique sur ce sujet est le livre de B. Simon [42] ou 'on
trouvera tout le nécessaire. Dans [51], I'auteur observe que

(K(\)xo)? : L*(RY) — L*(R%)

%. Ceci se fait en induisant une action sur un tore "suffisam-

est a trace pour tout p >
ment gros' et en utilisant des estimées explicites du spectre des tores. On peut donc

considérer la famille de déterminants de Fredholm (on rappelle que d est impair)
H() = det (I — (K(\)xo)F ).

C’est une fonction holomorphe sur C et ’ensemble de ses zéros contient les résonances
avec multiplicité. Zworski montre alors, se basant sur des inégalités de Weyl et des
estimées adhoc des valeurs singulieres que

[H)| < P,

pour tout |[A| >> 1 et une constante C' > 0 bien choisie. La preuve se conclut en
appliquant la formule de Jensen . que nous citons ici pour mémoire car elle servira
dans les prochaines sections.

THEOREME 4.2. — Soit f une fonction holomorphe au wvoisinage du disque fermé
D(0,R) = {z € C : |z| < r}. On suppose que f(0) # 0. Notons n(t) le nombre
de zéros de [ dans le disque fermé D(0, R), alors on a

[ = L [ tog | (R0 ~ 10170}

()Si on veut Pappliquer telle quelle, il faut aussi vérifier que 0 n’est pas une résonance, ce qui peut se
montrer dans ce cadre (principe d’absorption limite).
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Ainsi en écrivant pour € > 0 fixé

Nra - )< - [Ty

on constate que la majoration en O(R?) de log |H()\)|, pour |\| = R, donne un controle
du nombre de zéros dans un disque de rayon (1 — ¢)R via la formule ci-dessus.

La partie délicate de la preuve de [51] consiste donc & estimer finement les valeurs
singulieres de K (\)yo. L’idée consiste encore a se ramener a un modele explicite : en
passant en coordonnées polaires on se ramene a des estimées sur la sphére. On sacrifie
alors de la régularité pour de la décroissance donnée par les valeurs singulieres de la
résolvante du Laplacien sur la sphere : voir [33, 51] pour les détails.

Ces "estimées de Weyl entieres" sont connues pour tous les modeles précédemment
cités : dans le cas d’obstacles ou de perturbations métriques du Laplacien sur R?, on
consultera [44, 49]. Dans le cas des surfaces hyperboliques I'\H? et leurs perturbations
compactes, un résultat analogue est prouvé par Guillopé et Zworski dans [21]. Le cas
de dimension supérieure (conformément compact) est traité dans [20].

Il est important de souligner que ces estimées de Weyl ne sont pas sensibles aux
propriétés "fines" de la perturbation (potentiel, métrique...) et ne concernent en quelque
sorte que la structure de I'infini. En revanche, si on s’intéresse aux zones sans résonances
(trous spectraux...) on se trouve tout de suite confronté aux propriétés dynamiques du
systeme "classique' sous-jacent, en particulier I’hypothése de non-capture qui apparait
dans de nombreux travaux. Notre but n’étant pas de faire une revue exhaustive de la
littérature sur les résonances, nous passerons donc sous silence certains autres aspects de
la théorie (quasi-modes, systemes intégrables, utilisation de KAM) pour se concentrer
sur l'objectif de cet exposé.

5. BORNES DE WEYL FRACTALES ET CHAOS CLASSIQUE

Nous décrivons maintenant le théoréme de Nonnenmacher-Sjostrand-Zworski. Soit
J d
un ouvert borné tel que :

1. Chaque ouvert O, est borné a bord C*, et d’adhérence strictement convexe.

2. Les O; sont deux a deux disjoints.

3. Pour tout i # j et £ & {i,j}, on a Oy N Conv(O; U O;) = 0, ot "Conv” désigne
I’enveloppe convexe.

Dans (R?\ O) x S471 ou S9! désigne la sphere euclidienne unité, il est possible de
définir un flot de billard ouvert ¢, ou ¢(z,§) est I'image au temps ¢ du couple (z,¢§)
évoluant a vitesse unité suivant la direction £, avec réflexions éventuelles sur 0O, suivant
les lois de Descartes de 'optique géométrique.
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R
-

Un systeme billard ouvert a 3 disques.

4

L’ensemble capté K consiste en 'ensemble des points (x,£) de 'espace des phases
(RY\ O) x ST qui sont tels que ¢, ) reste borné lorsque ¢ — +o0o. On peut vérifier
que c’est un compact. Si J = 1, il n’y a pas d’orbite captée et si J = 2, il y en a une
seule, correspondant a I'unique orbite périodique qui "rebondit" entre les deux obstacles,
voir §6 pour des détails sur les résonances. L’hypothese 3), appelée condition d’Tkawa,
garantit que l’ensemble capté K ne contient pas de rayon rasant, i.e. tangent a 1'un
des obstacles. C’est une condition technique qui garantit que le flot billard n’a pas de
singularités du type "billard de Sinai". Le théoreme de Nonnenmacher-Sjostrand-Zworski
[37] est le suivant.

THEOREME 5.1. — Notons R C C l’ensemble des résonances du laplacien Dirichlet
—Ap sur LQ(Rd \ O). Alors pour tout a > 0, pour tout € > 0, on a lorsque r — +00,

#H#INER : Im(A\) > —aet 7 <Re(N) <7+ 1} = O(r"*),
ot 21+ 1 est la dimension de Minkowski de K.

Ce théoreme signifie en substance que si on compte les résonances dans une "boite"
localisée autour de Re(\) = r alors, a haute fréquence r — +00, ce nombre est majoré
par O(r*) ou p est une dimension fractale liée & 'ensemble capté K. On a donc une
borne de Weyl avec un exposant a priori non-entier, d’ou la dénomination consacrée de
borne de Weyl fractale. On comprend que l'on est dans un régime asymptotique qui
"voit" les aspects plus subtils de la dynamique du billard, en particulier 'ensemble capté,
qui est pourtant de mesure nulle, a une influence sur la distribution des résonances.

La dimension de Minkowski est définie comme suit. Si K C R est un ensemble borné,
on pose pour § > 0

Ks:={z e R" : dist(z, K) < 0}.
On note alors

1( K,
M (K) = limsupm.

§—0t on—s
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La dimension est alors par définition
dimy/(K) :=inf{s >0 : M (K) < +o0}.

C’est la notion de dimension ad hoc pour estimer le volume de voisinages tubulaires de
sous ensembles "non-lisses" de R", elle est donc particulierement adaptée aux problemes
d’analyse. Cependant elle est moins fine que la dimension de Hausdorff ®), on renvoie
le lecteur a un ouvrage spécialisé en théorie de la dimension comme [29], chapitre 5.
Le théoreme 5.1 fait suite a plusieurs travaux majeurs sur la densité des résonances,
a commencer par le premier résultat du genre du a Sjostrand [43] puis Sjostrand-
Zworski [46]. Considérons le cas modele de l'opérateur de Schrodinger semi-classique
P(h) = —h*A+V, ou V € Cg°(R?), toujours en dimension impaire. On considere le flot
"classique" @; : T*R? — T*R? associé a I'Hamiltonien p(x, ) := [£]2 + V(x). On notera
H,, le champ de vecteur Hamiltonien associé a p. L’ensemble capté est par définition

K={(z,6)eT'R : M >0,V teR, |Dz,&)| < M}.

Soit £ € R un niveau d’énergie et posons K := K Np~'(E). On dit que le flot ®; est
hyperbolique sur K s’il a les propriétés suivantes.

1. Pour tout a« € Kpg, on a une décomposition continue de l’espace tangent
T.p ' (E) =RHy(a)® Ef ® E,, dim(E*) =d — 1.

2. Les sous-espaces ET sont ®s-invariants, i.e. D,®;(EF) = Ei(a)'

3. Il existe C, A > 0 tel que pour tout a € Kg, pour tout v € E=,

1Da®:(v)]| < Ce vl
lorsque t — +o0.

Les espaces E1 (resp. E7) sont appelés stables (resp. instables). Un flot hyperbolique
est 'archétype de la dynamique chaotique : ¢’est la notion la plus forte d’instabilité que
I’on connaisse pour les flots. C’est une hyperbolicité uniforme.

THEOREME 5.2. — Sous les notations précédentes, si ®, est hyperbolique sur Kg, alors
pour tout € > 0, il existe C > 0 tel que pour tout h > 0 suffisamment petit,

#(Res(P(h)) N D(E, h)) < Ch™",
ot 21+ 1 est la dimension de Minkowski de K.
On a donc un énoncé en tout point analogue au théoreme 5.1. D'un point de vue
classique, le flot du billard restreint a I’ensemble capté est lui aussi hyperbolique en un

sens assez proche. Des exemples de potentiels satisfaisant de telle propriétés sont connus,
comme le potentiel "a trois bosses" qui possede une couche d’énergie hyperbolique.

(5)On peut par exemple vérifier que I’ensemble {1/k : k € N*} C R a pour dimension de Minkowski
1/2, alors que sa dimension de Hausdorff est bien stir 0.
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Le potentiel a 3 bosses.

Plus récemment, Datchev et Dyatlov ont prouvé un résultat tres général sur les variétés
asymptotiquement hyperboliques possédant un ensemble capté hyperbolique [9]. Un
corollaire de leur travail est le théoréme suivant.

THEOREME 5.3. — Soit X = T\H""! une variété hyperbolique conveze co-compacte.
Notons Rx C C l'ensemble des résonances, avec multiplicité. Pour tout o < n/2, il
existe C' > 0 tel que pour tout r suffisamment grand,

#(RxN{s€C : Re(s)>oetr<Im(s) <r+1}) <Cr'®),

ot 6(T") est la dimension de Hausdorff de I’ensemble limite de T'.

Il s’agit encore une fois du méme type d’estimées : la dimension de I’ensemble capté
du flot géodésique dans T1 X est 20(I') + 1, et la courbure négative garantit que ce
méme ensemble capté est hyperbolique. L’ensemble limite du groupe I' est défini comme
I’ensemble des points d’accumulation des orbites au bord du revétement universel H"**
sous 'action de I'. Si z € H"*!, on pose

Le fait qu’on puisse remplacer la dimension de Minkowski par Hausdorff et qu’on ait pas
de perte € dans I'exposant est du a la régularité conforme de ’ensemble limite (et donc
de I'ensemble capté). Ci-dessous un tracé de I'action d’un groupe convexe co-compact
a deux générateurs sur le disque hyperbolique.
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L’ensemble limite d’un groupe de Schottky.

Ce théoreme fait suite au travail de Zworski sur les surfaces [52] et au papier de
Guillopé-Lin-Zworski [19] pour les groupes de Schottky. Une des nouveautés du théo-
reme de Datchev-Dyatlov est qu’il couvre des exemples ou l’ensemble capté est une
variété topologique, non lisse, alors que dans tous les exemples précédemment cités,
I’ensemble capté est (transversalement & la direction du flot) totalement déconnecté.
Ces ensembles captés continus sont fournis par exemples par les groupes I' dit quasi-
fuchsiens.

6. BORNES INFERIEURES ET EXEMPLES "EXPLICITES"

Il est impossible de passer sous silence la question de 'optimalité des bornes de Weyl
fractales. Il est conjecturé depuis [17, 19, 48] que pour tous les exemples a dynamique
hyperbolique, il existe une bande de type {—a < Im(\) < 0}, avec o > 0 suffisamment
grand tel que

#ResN{—a <Im(A\) <0et r <Re(N) <r+1} > Cr#,

pour tout r >> 1. Les calculs numériques intensifs qui ont été menés depuis, voir [19,
48, 4] montrent que cette conjecture est plausible. Il n’y a aucun résultat mathématique
rigoureux qui établi ce fait jusqu’a présent. Dans le cas des quotients X = T'\H"*!, ou
I’ensemble des résonances est noté R x, on sait montrer grace a la formule de trace, que
pour tout € > 0, il existe a(e) > 0 tel que lorsque r — +o00

#{s € Rx : —a <Re(s) <n/2et|Im(s)] <7} =Q>r').

Ici Q( . ) signifie "n’est pas un O( . )". Pour la preuve, voir [17]. Cette minoration oméga
est sous linéaire : on est loin du compte. La preuve exploite 'existence d’une géodésique
périodique et de ses itérés dans le spectre des longueurs (qui apparait dans les formules
de trace). Dans [26], en utilisant tout le spectre des géodésiques périodiques, il a été
montré, pour des quotients X = I'\H? arithmétiques, 'existence d'une borne inférieure
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de type oméga ou la densité des résonances croit avec un exposant lié a la dimension
d(T") de ’ensemble limite, mais encore loin de celui proposé par la conjecture ci-dessus.

Pour les opérateurs de Schrodinger semi-classiques, des estimées sous-linéaires ana-
logues sont aussi connues, voir [1]. Dans le cas des obstacles convexes, si on impose une
condition de Neumann sur le bord, le méme type d’estimées est établi dans [39]. Le cas
de la condition de Dirichlet est ouwvert : on ne sait pas prouver en général 1'existence
d’une bande avec une infinité de résonances, c’est la conjecture de Lax-Phillips modi-
fiée. Des résultats partiels ont été obtenus par Tkawa et Stoyanov [25, 47| lorsque les
obstacles sont "quasi-sphériques" et suffisamment éloignés les uns des autres.

Nous poursuivons cette section par des exemples ou on sait explicitement localiser les
résonances : ce sont des exemples ou ’ensemble capté est constitué d'une seule trajec-
toire périodique hyperbolique. Le premier est celui du cylindre hyperbolique X = I'\H?
ou I' est un groupe engendré par une seule isométrie hyperbolique. Plus précisément,
dans le modele du demi-plan de poincaré H? = {Im(z) > 0}, muni de la métrique

,  dr® +dy?

y
on considere l'isométrie g : z — e?z, ot d > 0. On considere alors I' := {¢* : k € Z}. Le
quotient X = I'\H? a la topologie d’un cylindre, avec une seule géodésique périodique
de longueur d. Une représentation "explicite" de la résolvante (basée sur une séparation

ds

des variables) permet alors de montrer que les poles sont situés (avec le parametre
spectral s(1 — s)) sur le réseau

Rx = 2irdZ — N.

Voir par exemple [3], chapitre 5 ou [18] pour une preuve. Dans le cas de deux obstacles
strictement convexes (J = 2 avec les notations précédentes), on a une situation analogue
avec une seule orbite captée : c¢’est celle qui réalise la distance entre obstacles. Dans ce
cas C. Gérard [13] a montré que les résonances se répartissent asymptotiquement sur
un réseau. Une version semblable pour opérateurs de Schrodinger semi-classiques est
aussi étudiée dans [14].

o .. .
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Réseaux de résonances pour deux obstacles (a) et le cylindre (b).
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Terminons en évoquant le cas non-captif. Dans toutes les théories des résonances
évoquées, on sait que si il n’y a pas d’orbite captée, il n’y a qu'un nombre fini de
résonances 'au dessus de toute zone log'. Plus précisément, on sait que pour tout

C >0,
{0 > TIm(\) > —C'log(2 + |[Re(N)])}

ne contient qu'un nombre fini de résonances. Dans le cas des obstacles, ceci découle du
difficile théoréme de propagation des singularités de Melrose-Sjostrand [31, 32]. Dans
un cadre semi-classique, voir la preuve de Martinez [28]. La description du spectre des
résonances au dessous des zones logarithmiques (dans le cas non-captif) a fait I’'objet
de recherches intenses que nous ne pourrons pas évoquer plus en détail ici, on renvoie
le lecteur a [45] et ses références.

7. TROUS SPECTRAUX

Il n’est pas possible de passer sous silence la problématique des "trous spectraux" qui
est directement liée a 'optimalité des bornes de Weyl fractales. Reprenons le cas de la
diffusion par des obstacles : la borne de Weyl dit que pour tout o« > 0, on a pour r
tendant vers l'infini,

#{AeR : Im(\) > —aet r <Re(N) <r+ 1} =0O(*").

Que se passe t-il lorsque « est petit 7 Quelle est la densité des résonances proche du
réel 7 Dans [7, 24], et aussi [40], il est prouvé que pour tout r grand,

{AeR : Im(\) > P(1/2) < et r <Re(\) <r+1} =0,

ou P(1/2) est la pression topologique de 1/2 du "jacobien instable". Sans entrer dans les
détails de la définition de la pression, contentons nous de dire qu’il s’agit d’'une version
pondérée de 'entropie topologique, qui mesure la compétition entre dimension trans-
verse de I'ensemble capté et exposants de Lyapounov. En particulier, en dimension 2, si
w<1/2, P(1/2) < 0. On sait donc que dés que I'ensemble capté est "suffisamment petit'
au sens P(1/2) < 0, il existe une bande prés du réel avec un nombre fini de résonances :
on parle de trou spectral. Pour une version semi-classique, on renvoie au lecteur a [38].
Il est important de noter que, contrairement a la borne de Weyl fractale, 1'existence
de trou spectraux avait déja été "intuité" par les Physiciens-Chimistes Gaspard et Rice
[12] dans un travail fondateur, avec déja des arguments semi-rigoureux faisant appel a
la pression topologique. Dans le cas de la courbure constante —1, 'existence d'un trou
spectral analogue découle simplement de la convergence absolue des séries de Poincaré

Pr(s) = e~ 8dzw)
vyer

pour Re(s) > §(I"), ce qui montre (voir [16] ) que le noyau de Schwartz de la résolvante
se prolonge analytiquement jusqu’a {Re(s) > §(I") }.
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La présence de trou spectraux montre qu’il est nécessaire d’ouvrir une "fenétre suffi-
samment grande' dans le spectre pour espérer saturer la borne en O(r#*¢). Quelle est
la taille conjecturale de cette fenétre ? L’intuition de la mécanique quantique © ainsi
que des simulations numériques pour divers modeles [4, 41] conduisent & penser que la
conjecture suivante est plausible. Nous la formulons dans le cadre des obstacles, sachant
qu’elle se reformule sans probléeme pour tout les autres cadres que nous avons évoqués.

CONJECTURE 7.1. — Pour tout €,¢ > 0, il existe C' > 0 tel que pour tout r suffisam-
ment grand,

# {A €R : Im(A) = —%12““ —eetr <Re(\) <r+ 1} > O,

Un mot est nécessaire pour préciser ce qu’est vqq.ss. C’est 'exposant de "fuite clas-
sique". En effet, si U est un ouvert intersectant 1’ensemble capté (dans le fibré tangent
unitaire), on peut montrer par la théorie classique de Bowen-Ruelle [6] que

e = lim log Vol(®,(U) NU)

t——+o0 t

existe et est non nul. Numériquement, on peut observer un semblant de concentration
a haute fréquence au voisinage de l'axe {Im(z) = —%.%lass}.

1200

600

B

400

0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

Un calcul numérique de résonances pour une surface X = I'\H?, D. Borthwick [4].
Le seul résultat rigoureux démontré a ce jour qui semble indiquer que la droite

{Im()\) _ _’Vc12ass }

(6)Un physicien dira que la fonction d’onde est une "demi-densité" et donc & la limite semi-classique,
c’est le carré de la fonction d’onde qui doit obéir aux asymptotiques du flot classique.
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joue un role critique est celui de 'auteur de ces notes [34], ot il est montré dans le cadre
des surfaces X = I'\H? que la densité des résonances est moindre dés que 'on dépasse
cette ligne (qui correspond a Re(s) = §/2 en utilisant le parametre spectral s de cette
théorie). Plus précisément, on y prouve que

#(RxN{s€C : Re(s) >0 et [Im(s)] <r}) < Or'),

avec 7(0) < § pour o > 2.

8. IDEES DE PREUVE

Nous esquissons ci-dessous les grandes lignes de la preuve du Théoreme 5.1. Elle passe
par plusieurs réductions successives afin de se ramener a un probléme semi-classique
dans la lignée de [46]. En particulier, les auteurs se basent sur les constructions de [36]
qui définit une classe d’opérateurs intégraux de Fourier semi-classiques associés a des
applications de premier retour (sections de Poincaré). Je précise qu’il est impossible
ici d’entrer vraiment dans les détails de ce genre de preuve qui mobilise plus de 20
ans d’évolution des techniques microlocales et semi-classiques. Néammoins, la trame
générale reste naturelle : il s’agit tout simplement de montrer que, dans le régime haute
fréquence, seul les états "microlocalisés" prés de ’ensemble capté vont contribuer aux
résonances.

8.1. Opérateurs de Poisson et restrictions
La premiere étape consiste a remplacer I’étude des poles de
R(\) = (=Ap — X))t
par celle de
P(z) := ]i(—hQAD —1)—2 h>0

de sorte que les résonances dans la "boite" {r < |\| <r+1, Im(\) > —a}, (r - +00)
correspondent aux poles de P(z)~! lorsque h — 0 et z est dans un voisinage fixé de
lorigine de C. L’opérateur P(z) peut s’analyser a 'aide d’opérateurs de Poisson et
restrictions associés aux obstacles O, (j =1,...,J)

Hj(z) : C*(00;) = C=(R\ 0))
ol

P(z)H;(z)v =0, (H;(2)v)|oo, = v.
On notera aussi y; 'opérateur (M) de "restriction"

5 1 C®(RMN O) = C(80;)

(M1 s’agit ici de opérateur "trace au bord" défini de H?(R? \ O) dans H3/?(90).
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ol Yju := ulpo,. L’étude de P(z)~' se ramene a celle de

(I = M(z,h))"" é C>(00;) — EJB C>(00;),

j=1 j=1

ou M(z,h);; = —v;H;(2) sii# j et 0 sinon. Tout le probleme consiste a comprendre
la structure microlocale des opérateurs M(z, h). Une des difficultés surmontées dans
[37] consiste a montrer que M(z, h) se comporte, microlocalement prés de ’ensemble
capté K (voir plus loin), comme un opérateur intégral de Fourier semi-classique dont la
relation canonique est donnée par 'application de premier retour du flot billard ¢; aux
frontieres des obstacles. Nous passons allegrement sous silence le probleme des "rayons
glissants" (glancing rays) dont il est montré que la contribution n’affecte pas le régime
semi-classique étudié ici. Rappelons que O = U;0;. La dynamique hamiltonienne sous-
jacente est donc celle de I'application billard ouverte

F: U, C S00 — S*90

olt U, est 'ensemble des points (z,€£) € O x S%71 tels qu'il existe t(x, &) > 0 tel que
Gi(we)(1,€) € DO x S41. On pose alors ® F(z,€) = ¢ype) (2, €). De maniere analogue
on peut définir en temps négatif

F_l :Z/{_ == F(Z/{+) — 5*80

L’ensemble capté (en temps discret positif et négatif) est donc

K = () F7*(5*00),

keZ

qui est un compact totalement déconnecté (un Cantor). L’hypothese 4) d’Ikawa garantit
que F' est une application uniformément hyperbolique de type fer a cheval de Smale.
En quelque sorte, F' est dynamiquement analogue a un difféomorphisme d’Anosov ou
on aurait fait un "trou" dans l’espace des phases.

(8)On convient ici que F(xz,£) = (z1,&1) ol & est la réflexion orthogonale de & par rapport & 'espace
tangent en x; a 00.



XXX-18

1.00

Sy 2 Iy
DN o D
:"éééé'? AR *‘ffe%‘?
0.50 1 ¢ ¢ ) ‘}&{’ ; ’féﬁﬁ i
@ i 0 + o ¢ o 4 ¢

ee} ) ém

# 6 o h
‘i‘ ﬁ&&*? W3 ’}"Qs ‘}3}* ¢
AKX
?
~1.00 dl | , d
0.0 0.2 0.4 0.8 0.8 1.0

Une vue sur la structure cantorienne de K lorsque O est constitué de trois disques.

8.2. Fonctions de fuite, Grushin, puis Jensen

L’étape suivante consiste a "microlocaliser" les opérateurs M|z, h) prés de I’ensemble
capté K, tout en préservant leur spectre (on rappelle que z est une résonance ssi 1 est
une valeur propre de M(z, h)). L’idée consiste donc & réaliser une conjugaison par des
opérateurs pseudos-différentiels adéquats, i.e. considérer

MtG — eftG“’(:r,hD M(Z h) +tGY( IhD),

ou t > 0 est un parametre fixé, G*(x, hD) est la quantification de Weyl d’une "fonction
fuite" G(z,&). En d’autres termes, G*(x, hD) est donné localement par

G"(z,hD)u(x) := Wll)dl//G (T,f) ! @=YE (1) dyde.

L’exponentiation e?@* @) n’est pas une opération totalement standard dans la classe
des opérateurs pseudo-différentiel. Les auteurs utilisent ici un travail profond de Bony
et Chemin [2].

Le symbole G(z,£) est construit pour "tuer" la dynamique loin de ’ensemble capté
K , typiquement on veut que

d?((z, €), )>h:>GoF(x £ —G(x, &) >1/C,

pour un C' uniforme en h. La construction d’une telle fonction de fuite utilise a fond
I’hyperbolicité de F' et on peut observer que G est essentiellement localisée a distance
Vh de Tensemble capté. On est ici aux limites du calcul pseudo-différentiel, ce qui
oblige & utiliser des classes exotiques de symboles déja présentes dans [46], avec les
complications techniques que cela engendre (deuxiéme parametre de book-keeping i~z)
L’effet essentiel des fonctions de fuite est le suivant (cf Lemme 5.3 dans [37]). Il existe
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un opérateur de rang fini Iy : L*(O) — L?(O) tel que pour tout ,¢ > 0, on peut
trouver t(e) > 0 tel que pour tout h petit,

H(I— HV)MtG||L2 S €, et ||MtG(I — HV)||L2 S €.

De plus on a lorsque h — 0, Rang(Ily) < Ch™# < et ||Ily|| = O(1). I faut s’arréter
un instant sur 'estimée du rang de IIy, car c’est la clé du résultat. L’opérateur Il est
essentiellement construit comme un opérateur h-pseudo-différentiel dont le symbole est
supporté a distance v/h de ensemble capté K , soit un ensemble de volume ) majoré
par

C(\/E)Q(d—l)—Qu—s‘

Le principe d’incertitude semi-classique fait ensuite perdre h~
majorer le rang de Iy .

d+1 3 ce volume pour

Un simple argument de série de Neumann % montre alors qu’il suffit donc de s’in-
téresser aux poles de I'opérateur

(I — RMI1y)
ou
R=(I—(I—Ty)Myg)™"
On considere alors le déterminant
E(z) :=det(I — RM;c1ly)

et le probleme se ramene donc a majorer la densité des zéros de cette fonction holo-
morphe dans un voisinage de 0 lorsque A~ — 0. On utilise alors la formule de Jensen
(voir §4). En utilisant les inégalités de Weyl sur les valeurs singuliéres, on a

log |[E(2)] < [[RMig |2 [Ty ||,

ol |||l désigne la norme trace (somme des valeurs singulieres). Il est alors facile de voir
que log |E(z)| = O(h™"7¢) puisque Rang(Ily,) < Ch™#* et ||IIy/|| = O(1). Pour conclure
la preuve, il faut aussi trouver un point zy voisin de 0 ot on contrdle (inférieurement)
ce déterminant. On prend pour cela Re(zp) suffisamment négatif car on sait par ailleurs
que M(z, h) satisfait une inégalité du type (pour un certain 7 > 0 fixé )

|IM(z,h)|| g2 < CemRe(z),
le controle uniforme en h des normes faisant le reste.
®)’ensemble capté a pour dimension de Minkowski 2/

(10)ou plus élégamment, en posant un probléme de Grushin adapté, technique affectionnée par les
auteurs.
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